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‘o 1 : . . :
e On rappelle que la série anlﬁ converge si et seulement si le réel x est strictement
supérieur a 1.

e On note ¢ la fonction définie sur |1, +oo[ par.:

+00
1

Vx> () = 27
Tl=1n

2

Vs
on admet que {(2) = a

e Toutes les variables aléatoires introduites dans le probléme sont supposées définies sur
un méme espace probabilisé (£, A, P).

e SiR estun élément de latribu 4, on note R ’événement contraire de R.

L’objet du probleme ‘est.['étude de la convergence de séries dont les termes sont des variables
aléatoires. La convergence de telles séries, en loi ou en probabilité, est celle de la suite des sommes
partielles associées.

Autrement .. dit, pour toute suite de variables aléatoires (Up)pen+, on dit que

la série 2 U, converge (en loi ou en probabilité) lorsque la suite de variables aléatoires

nz1

n
<2 Uk> converge (en loi ou en probabilité).

k=1 neN*

Partie 1. Séries télescopiques

Dans cette partie, on considere une suite (X, )nen+ de variables aléatoires indépendantes, de méme

loi qu’une variable aléatoire X de référence, et on étudie la convergence de la série aléatoire :
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:g: (é&z__ )(n+].)
n n+1

nz1
1. Justifier la convergence de la série :

ey

n=1

2. Calculer la somme de cette série.

3. Dans cet exemple, quelle est la loi de la variable aléatoire de référence X ?

Pour tout n € N*, soit ¥;, une variable aléatoire admettant pour densité la fonction f,, définie

par:
( . 1 .
0 six < — ousix>1
n+1
1
1+(n+1x si———<x<0
f%(x) = 9 nt+l n
i0<x<—
Cn si X m——
n
1)(1 - i <x<1
k(n+ )1 —x) 51n+1_x_

ou ¢, est une constante strictement positive.

4. Calculer la valeur de c, et représenter graphiquement f; dans le plan rapporté a un
repere orthonormé.
Déterminer la fonction de répartition E, de ¥,,. La fonction F, est-elle de classe C* sur R ?
Montrer que la suite (Y,),en* converge en loi vers une variable aléatoire Y dont on

précisera la loi.

Dans les questions 7 a 10, on"suppose que la variable aléatoire de référence X posséde une
densité f bornée. Pour tout n € N¥, on pose :

Xn+1

7. Montrer que la suite de variables aléatoires (n+1

) converge en probabilité vers 0.
neN*

8. En‘déduire que la suite de variables aléatoires (D,,),cn* converge en loi vers X.

9. Justifier que la variable aléatoire D,, admet pour densité la fonction f5, telle que :

+00
Vx€ER, fp,(x)=mn+1) J f(t)f((n+1)(t—x))dt
10. En déduire une nouvelle démonstration du résultat obtenu dans la question 6.

Dans les questions suivantes, on suppose que la variable aléatoire de référence X suit la loi

normale centrée réduite.
n

Pour toutn € N*, on pose : U —ﬁ—xnﬂ etT, —ZU
/O POSE - Un =7 n+1 n k

k=1



11. Pour tout n € N*, déterminer la loi de la variable aléatoire U,,.

12. Justifier la convergence en loi de la série };;51 Up,.

Soit (U;),en+ Une suite de variables aléatoires indépendantes vérifiant : V n € N*, Uy, et U,, ont

méme loi.
n
Pour toutn € N*, on pose T,, = Z Uy.
k=1
13. Justifier que la suite de variables aléatoires (T, ),en+ cOnverge en loi vers une variable

2
s
aléatoire qui suit la loi normale centrée de variance 3 1.

14. Pourquoi ce résultat ne contredit-il pas ceux obtenus dans les questions 8 et 12 ?

Partie 2. Séries harmoniques « lacunaires »

Dans cette partie, on étudie des séries numériques obtenues. a partir de la série harmonique

1
divergente Z - par ef facement de certains de ses termes.
n=1

Pour toute partie G de N*, on note 14 la fonction indicatrice de.G, c’est-a-dire la fonction définie

1 sikeg

sur N* a valeurs dans {0,1} telle que : V k € N*,15(k) = {O sinon

Pour tout entier n supérieur ou égal a 1, on pose:
n
1 (k)
* g
VG NG (G) = ) £
k=1

Dans les questions 15 a 18 on étudie deux cas de convergence et les questions 19 a 28 sont
consacrées a un cas de divergence.
Onpose:D = {n%;n € N*} etT ={n3;n € N*}.

15. Exprimer h, (D)-al'aide d'une somme partielle de la série de Riemann )},,5 n—lz

16. En déduire la convergence de la suite (h,, (D)) ey et calculer la somme :
+o0

Z ﬂD,En)

n=1

17. Justifier que DNT est 'ensemble des entiers m pour lesquels m/® € N*.

Pour traiter cette question, on admet que la racine carrée d’un entier naturel qui n’appartient pas
a D est un nombre irrationnel, c’est-a-dire, un nombre qui ne peut pas s’écrire comme le quotient

de deux entiers.

18.Montrer que la suite (h,(DUT)),en+ est convergente et exprimer la

+o00

Ipyr(M) |, . . .
somme — al’aide de certaines valeurs de la fonction .

n=1



On note 7 I'ensemble des entiers naturels impairs: 7 = {2n — 1;n € N*}.

Pour toutn € N*, on pose :
n+1

—f( ! - )dt
W= on=1 2t—1

n

19. Pour tout n € N*, établir '’encadrement :

2
0<u, <——
n=n—1)?

20. Montrer que pour toutn € N*,ona:
ln+1J

2 In+3J

z

1
h,(7) = Zuk+f ———dt
k=1 1

21.Pour tout n € N*, justifier I'encadrement :

o=n(ie 3]0

22.Montrer que la série de terme général u,, est convergente.

+00
On pose: d = Zun
n=1

23.Etablir Iégalité : lim (h,(9) — In(Vn)) =.6.
n—->4oo

24.Pour tout n € N*, montrer que 'ona :
+00

1
UWe =5

k=n+1
25. Justifier pour tout entier n = 3, 'encadrement :
1 1
——<6—(h,(9)—1 < —
<6 = (hy(9) ~In(¥m)) < —
La fonction Scilab suivante, dont le script est incomplet (ligne (6)), permet de donner une

valeur approchée de & en calculant successivement des valeurs h,(7) —In(~/n) jusqu’a

atteindre une précision donnée.

function s=delta (eps)
n=3;
s=1+1/3-(log(3)/2);
while 1/ (n-2)>eps
n=n+2;

O J o U bW -
—_— — — — — — — —

endfunction

26.Quelles sont les valeurs de h, (7) — In(v/n) affectées successivement a la variable s

lorsqu’on applique cette fonction a eps=0.27?



27.Compléter la ligne (6).
28. Pour quelles raisons I'algorithme utilisé peut-il assurer une précision arbitraire au calcul
de la valeur approchée de § ?

Partie 3. Séries de Riemann alternées

Dans cette partie, on note (X,,)en* Une suite de variables aléatoires indépendantes, de méme loi

1
uniforme sur la paire {—1,+1},i.e.pour tout n e N, P(X,, = 1) =P(X,, = —1) = >

n
Pour tout n € N*,on pose S,, = Z Xg.

k=1
n

Soit (x,),en+ Une suite réelle. Pour toutn € N*, on pose : s,, = z X
k+1
On suppose 'existence d'un réel @ > 0 et d’'un réel M > 0 tels que V.n € N, |s,,| < Mn®*.

Soit B un réel tel que 8 > a.

29. Montrer pour tout entier n > 2, I'égalité :

n n—-1
-5 S (as)
KB~ P S \kE "k + 1P
k=1 k=1

7 . ) X
30. En déduire que la série },,,51 n—’; est convergente.

="

31. Justifier pour tout réel x > 0, la convergence de la série )51 —

Soit s et t des réels strictement positifs et n'un entier supérieur ou égal a 1.

32. Calculer I'espérance delawvariable aléatoire e*n,

33. En utilisant I'écriture de e“(u € R) sous forme de somme d’une série, établir I'inégalité :
1 &2
E(et +e ) <ez

34. Al'aide deTinégalité de Markov, montrer que :

nt?
P([S, > s]) <exp (T - ts)

35. Justifier I'inégalité :

SZ
P([ISn| > s]) < 2exp <— %>

Pour toutréel @« = 0, on pose :

36. Justifier que C, est un élément de la tribu A.

37.Montrer que si a > %, alors la série Y.,,51 P ([|S,| > n%]) est convergente.



38. En déduire que pour tout réel a > %, onaP(C,) =0.

Xn
Dans les questions 34 a 42, on s’intéresse a la série aléatoire Z —.
n

n=1

On note C 'ensemble des w € Q pour lesquels la série numérique Zn>1x n(@) converge et pour

n
ZX
k

k=1

K(w)—{nl—l%l K,(w) siw € C

toutn € N*, on pose:

Soit K I'application définie sur Q par:

sinon
On admet sans démonstration que C est un élément de la tribu A et que K est une variable

aléatoire.

39. En utilisant le résultat des questions 29 et 30, montrer que sii@ vérifie 0 < a < 1, alors
ona:C, C C.

40. Al'aide des résultats des questions 36 a 38, montrer que P(C) = 1.

Pour tout réel € > 0, on considére I'événement E (&) défini par :

E(e) = ﬁ ([jnK “Hal > e])

N=1 “n=N

41. Montrer que P(E(g)) = 0 et.en déduire que la suite de variables aléatoires (Ky)nen

converge en probabilité vers la variable aléatoire K.

On admet sans démonstration que la suite (K,,),en* converge alors en loi vers K.

Dans les questions suivantes, on considere une suite (By),en+ de variables aléatoires

1
indépendantes suivant chacune la loi de Bernoulli de paramétre >

n
B
Pour tout n € N*,on pose H,, = Z 7’{
k=

42.Pour tout n € N*, déterminer I’espérance et la variance de H,, et trouver leurs limites
respectives lorsque n tend vers +co.

43. Montrer que, quel que soitleréelr > 0,ona: lim P([H, <r]) =0.

n-—-+oo

La fonction Scilab suivante, dont le script est incomplet (Ligne (5) ), permet d’effectuer p
simulations de la variable aléatoire H, — h,(7), ou h,(J) a été définie dans la partie 2
(préambule et question 16).

(1) function y=simul (n,p)
(2) y=zeros(p,1):



end;
endfunction

QO 3 o U1 > W
—_— — — — — —

44. Compléter la ligne (5).

Les trois histogrammes suivants représentent la distribution simulée de la variable aléatoire
H, — h,(9) pourn = 50,n = 100 et n = 200.

45. Par quelles instructions ont-ils pu étre obtenus ?

46.Pourquoi ces histogrammes suggerent-ils une convergence en loi de<la suite
(Hn — hn(j))neN* ?
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Lo 1+ X,
Pour toutn € N*, on pose B, = >

47.Justifier pour tout n € N*, la relation :

k=1 k=1
48. En déduire que la suite de variables aléatoires (H,, — h,,(7))en+ cOnverge en loi vers une

variable aléatoire de la forme AK + u, ou A et u sont des réels dont on précisera la valeur.



