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Notations et objectifs:
Lorsque r est un nombre réel strictement positif, on note :
A(r) = {(an)neN €RNtelleque:Vk €N,la sériez n*|a, |r™ converge}

et B(r) = {(a,)nen € RN telle que la stite (a,,7™) ey converge vers 0}

Et a toute suite a = (a,)ney de B(r) on associe, sous réserve d’existence, la fonction :

400
. n
fo:x— z an X
n=0

Dans la premiére partie, on étudie quelques propriétés des ensembles A(r) et B(r).

Dans la seconde, on étudie les propriétés de régularité des fonctions f,.

Dans la troisieme partie, on obtient, dans le cas ou r > 1, sous certaines hypotheses, une
formule de réciprocité donnant la suite a en fonction de la suite (£, (1)) nen-

Enfin, dans la derniere partie, on utilise les résultats obtenus pour I'étude de variables

aléatoires discretes.

Partie 1. Premieres propriétés et premiers exemples

Soit r un nombre réel strictement positif et (a, ) ey une suite de A(r).

1. Montrer que, pour tout nombre réel x de [—r, r] et pour tout entier naturel k :
la série Z n* |a,||x|™ converge.
En déduire que, pour toutréel r’ tel que r < 7', ona: A(r") c A(r).
Vérifier égalementque: 0 <r <r'= B(r’) € B(r) et A(r) € B(r)
4. Montrer que, pour tout nombre réel strictement positif r, A(r) est un sous-espace

vectoriel de I'espace vectoriel des suites réelles.
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Exemples :

n!

k+2rn

n!

1
On souhaite montrer que, pour tout r réel strictement positif, la suite a = (—)
neN

appartient a A(r).Pour cela, on pose pour tout entier naturel k : u, (k) =

Un+1 (k)

5. En considérant le quotient ———
un (k)

, montrer que la suite (u,(k)),en converge vers 0.

6. Conclure alors:

a= (%)nEN € A(r)

Pour A réel strictement positif, on note (1) la suite (A™),,ex-

7. Déterminer les réels strictement positifs r pour lesquels la suite S(4) appartient a B(r).
8. Déterminer ensuite les réels r strictement positifs pour lesquels la suite (1) appartient
aA(r).

Soit p un réel strictement positif et (a,),ey une suite de B(p).

9. Montrer que, pour tout réel r de |0, p[, la suite (@, )ney €St dans A(7).

n
(On pourra penser a écrire : n¥|a,|r™ = |alp™n” (%) )

Partie 2. Régularité de la fonction f,

Dans cette partie R désigne un réel strictement positif et a = (a, ) ey une suite de B(R).

10. Vérifier que :

+00
farx z a, x"est'définie sur | — R, R[ (on pourra utiliser la question 9)

n=0

Continuité de f,

Soitr unréel de |0, R[, x dans [—7,r] et hunréel telque: x + h € [—r,7].

11. Montrer que, pour tout entier naturel n: |(x + h)™ — x| < nr™1|h|.

12. Justifier alors soigneusement que :

1/
o G+ ) = fu(@)] < ;(Z n |an|r"> I
n=0

13. Montrer alors que f, est continue sur [—r,r] puis sur | — R, R|[ .

Caractére C! de f;,

On consideére ici un réel r de |0, R[ et x dans [—7,r]. Pour tout n de N, on pose :
n +oo

S,(x) = Z axx® et,sous réserve d’existence : g,: x = Z na,x"1

k=0 n=1



Soit p dans [r, R].

14. Justifier que la suite (na,),en appartient a B(p), en déduire que g, est définie et
continue sur | — R, R|[.

15. Vérifier que, pour toutn de N* :
X

Sp(x) =aq + f Sy (t) dt

0
16. Montrer que, pour toutn de N* :
+ oo
< Z k|a,|rk
k=n+1

fo (Ga() = Sk (B)) dt

17. En déduire que :

X

fu@) = a0+ | ga(0)de
0
18. Montrer alors que f, est de classe C* sur] — R,R[etque: f) = gg

Caractere C” de f,

Soitr de |0, R[.

19. Montrer que la suite (a,),ey appartient a A(r) si et seulement si, pour tout k de
- n -
N,la série ).,k (k) |a,|r™ ¥ converge.

20. Montrer que f, est de classe C™ sur | = R, R[ et que, pour tout x de | — R, R[ et tout k de
N:

400

I ORSY (z (%) anx"-k>

n=k

21. Pour tout n de N, exprimer a» en fonction de fa(n) (0).

Exemples

+00

nposea = (— etfy: x> ) —.

p MWaen ¢ 0n!
n:

22.Donner une expression de f, (x) pour tout x € R.

23.Pour tout k de N, calculer fa(k)(l).

+ o0

Soit A un réel strictement positif, § la suite (1"),ey €t fz: x = Z Atx™

n=0

24. Donner une expression de fz(x) pour tout x de [— 2 1[ .

172
25. En déduire que, pour tout k de N et tout x de ]— %, %[ ,lasérie Y., 5k (Z) (Ax)"* converge

et:



+ o0

1
Z (Z) ()"t = (1 — Ax)k+1

n-k
Partie 3. Une formule de réciprocité

Dans cette partie, R désigne un réel strictement supérieur a 1 et a = (a,)ney €st une suite
de B(R) telleque:vn €N, a, = 0.

fé")( 1)

PourtoutndeN, on note : b,, = *——et on fait’hypothese (H) qu'il existe un réel p strictement

supérieur a 1 tel que la suite (bnp )nZO converge vers 0.

Expression de a,

26. Montrer que :

N 1
VNEN,f,(0) = Z(—nvbp + (—1N+! f — N6 dt
p=0 0

27.Démontrer que :

N—-+o

1tN
lim | — £ () de =0
0

28. En déduire que la série Zp>0(—1)pbp converge et que :

400
ao = ) = 1)?h,
p=0

Généralisation : On considere ici un entier naturel s fixé.

29. Montrer que :
N

f(p+5)( ) 1tN
VN €N, £2(0) = Z( D et fa @ de
p=0 0 '
30. Vérifier que:
f(N+S+1) (1)

1
N
D ft_ (wes+1) () g < S pispy N +s+D 1
0

N!7¢ T (N+s+1)! (N+1) pN+st+i

31.Déterminer:

N—-+o

ltN
lim | — FFSD (1 ge
0

32. Montrer alors que la série Z (=P (p ;,I_ S) b,+s converge et:
p=0

= f(—nn-s (5) b



Cas particulier

On suppose dans ces questions que a = (a,),ey €St une suite de réels positifs pour laquelle il
existe un entier naturel d telque:Vne€N,n>d+1 = a, =0.

33. Que peut-on dire de la fonction f, ?

34. Montrer que la condition (H) est réalisée.

35. En déduire que, pour tout s de [0,d] :

d
as = Z(_l)n—s (Tsl) by

Parie 4. Applications aux variables aléatoires discretes.

Dans cette partie, les variables aléatoires seront discretes, définies sur un espace probabilisé
(0,4, P), a valeurs dans N. Pour une telle variable aléatoire X, on pourra utiliser, sans les

rappeler, les notations suivantes :
+ o0

vneN,a, =PX =n),a =(ay)ney et Gx:x ~ z a,x™,autrement dit: Gy = f,
n=0
Premiers résultats
36. Justifier que la suite a appartient a B(1).
37.En déduire qu'’il existe un réel R au moins égala 1 tel que Gy soit définie et de classe C
sur | — R, R|[.
Premier exemple

On suppose tout d’abord que X suit une loi de Poisson de parametre 1.

38. Déterminer la fonction Gy, vérifier qu’elle est de classe C* sur R et, pour tout s de N,

Calculer G)((s)(l).

On suppose maintenant que X est une variable aléatoire discréte définie sur un espace
probabilisé (02, 4, P) telle que : X(2) = N et vérifiant Gy = f, est définie sur R, de classe C* sur

R et pour.touts de N : £ (1) = 1.

39. Justifier que I'hypothese (H) de la partie 3 est réalisée et déterminer a,, pour tout n de
N.
40. Quelle estlaloide X ?

Deuxiéme exemple

On consideére ici un réel p dans ]0,1[ et on note ¢ = 1 — p. On suppose que X + 1 suit une loi

géométrique de parametre p.

41. Déterminer la suite a = (a,) ey puis la fonction Gy.



42. Vérifier que Gy est de classe C™ sur ]— i,%[.

43. Enfin, pour tout s de N, calculer G)gs)(l).

1
On suppose maintenant que p > >

44, Vérifier que : % <1

On considere X une variable aléatoire discrete définie sur un espace probabilisé (2,4, P) telle
que : X(2) = N. On suppose de plus que : Gy = f, est définie et de classe C*” sur]— %,é[, et que
pour tout s de N :

fa7 @ _ (&)

s! 5

45. Justifier que I'hypothese (H) de la partie 3 est réalisée et déterminer a,, pour toutn € N.
46.Quelle estlaloide X + 17

Cas ou X est une variable aléatoire ne prenant qu'un nombre fini de valeurs

On suppose dans cette question que X () est inclus dans [0, d] ou d est un entier de N*.

On note Pol, le sous-espace des fonctions de R dans R constitué des fonctions polynomiales de
degré inférieur ou égal a d. Pour s de [0, d], on note e, la fonction x +— x° et on rappelle que
(es)sefo,q] st une base de Pol,.

On définit les fonctions de Pol; :

x(x—1)..(x—s+1) 15_1
Hy:x — 1 etpourtoutsde1,d], H; : x — 5 =;1_[(x—k)
' k=0

47. Montrer que la famille (Hs) sc[o 47 €St une base de Pol,.
On note A défini sur Polgpar:V P € Pol;, A(P) : x » P(x +1) — P(x)

48. Vérifier que 4 est un endomorphisme de Pol;.
49. Montrer que : 4(Hy) = 0 etencore :V s € [1,d], A(Hy) = H,_, et H;(0) = 0.
50.Montrer que V P € Pol;,V x € R,

d
PG = ) [0 (P)(O)]H, ()
s=0

51. En déduire que, pour tout k de [0, d] et pour toutn de N :
d

nk = ) [(85(e))O)]H; ()
s=0
52. Montrer alors que, pour tout k de [0, d], 'espérance de X¥est:



d (5)(1)
BOC) = ) [(0°@) )b oi by =2

s=0
- 3
Exemple : on supposeicique:d = 2,E(X) = 1 et E(X?) = >

53. Déterminer by, b, et by, puis a,, a; et a,. Reconnaitre la loi de X.



