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Probleme 1

On note, pour tout n de N, P, la fonction polynomiale définie par :

2n+1 (—x)k
Vx€ERPBKx) = "

k=0

Partie 1. Etude de la suite des racines des polynomes P,

1. Calculer, pour tout n de N, les limites de P, en 400 et en —oo.
En déduire que, pour tout n“de N, le’polyndme P, admet au moins une racine réelle.

2. Montrer que:
2n+1

2n+1)!
En déduire, que pour tout n de N, les racines de P, sont toutes simples.
3. Verifier:

VneN,Vx €eR P (x) =—P,(x)—

= x2k X
vneNVxeR, B,(x)= Z (2k)'(1_2k+ 1)
k=0 '

En déduire que, pour toutn de N, les racines réelles de B, appartiennent nécessairement
al'intervalle [1; 2n + 1].

4, Montrer les relations:

2n+2
VneNVxER, Pras () = =Fa(x) = (2n + 2)!
Py'y1(x) = Py (x)
5. Montrer par récurrence que, pour toutn de N, la fonction P, est strictement décroissante

sur R et ne s’annule qu’une seule fois, en un réel noté u,,.
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6. Ecrire une fonction Scilab, d’en-téte function y = P(n,x) qui prend pour
arguments un entier n de N et un réel x, qui renvoie la valeur de P,(x)
On rappelle qu’en langage Scilab, l'instruction factoriale (k) renvoie une valeur de
k!

7. Recopier et compléter la fonction Scilab suivante afin que, prenant pour argument un
entier n de N, elle renvoie une valeur approchée de u,, a 1073 prés a I'aide de la méthode

par dichotomie.

1 function u = suite(n)
2 a = iiie...

3 b= .......

4 c =(atb)/2

5 while .......

6 if oL then
7 a = c

8 else

9 b =c

10 end

11 C = tuiieen.
12 end

13 ...
14 endfunction

u
On utilise la fonction précédente pour représenter les premiers termes de la suite (—n)

N 7/ neN*

8. Conjecturer un équivalent de u, lorsque n tend vers +o et la limite éventuelle de
(un)nEN*-
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9. Montrer:

u721n+2 Uy, )

- 1 —
(2n + 2)! 2n + 3
En déduire que la suite (u,) ey €st croissante.

vneN,P,,(u,) =

On suppose dans les questions 10 a 12 que la suite (u,),ey €st convergente de limite .
10.Montrer:V n € N, |P,(u,,) — B,(®)| < ef|u, — 4|.
11. Déterminer lirP P,(¥). En déduire : lirirl P,(u,) = e~
n—-+oo n—+oo

12. Aboutir a une contradiction.

13. En déduire la nature et la limite de la suite (u;,,) e -

Partie 2. Quelques résultats intermédiaires

Les questions de cette partie sont indépendantes entre elles et indépendantes de la partie 1.
On note f la fonction définie sur ]0,1] par: V t €]0,1], f(t) = — In(2).

. 1 -
14. Montrer que l'intégrale fo f(t) dt converge et préciser sa valeur.

Soit n un entier supérieur ou égal a 2.

15. Justifier pour tout k de de [1;n — 1] :
k+1

) o< (9

n

n

Llf(t)dts%ifG) sf;f(t)dt+@

n k=1 n
16. En déduire la limite de :

En déduire :

n
1 k
— Z In (—) lorsque n tend vers + oo.
n n

17. Montrerfinalement :

On note g la fonction définie sur ]0; +oo[ par: V t €]0; +oo[, g(t) =t + In(t) + 1.

18. Montrer qu'il existe un unique a appartenant a ]0; +oo[ tel que g(a) = 0 et justifier
e?<a<e L



Partie 3. Equivalent de la suite (u,,) ey

19. Montrer

e tdt

S (-0k jx(x — )"

-X —
vneNVxeR,e _,Z_;) il )

20. Justifier

vneNVxeR,O0

( )Zn x2n+1
f o t= (2n + 1)!

21. En déduire

2n+1

VneNVx€eRY,P(x) <e™ < P(x)+ 2n+1)!

Soit n un entier de N.

22.Montrer :

< (un)2n+1
T (2n+1)!

23. En utilisant le résultat de la question 3 et 9 obtenir:

200 _ . )

Ppyi(up) <e

Cn+3) ¢ " @)
puis :
I
(Zn)! < (un)Zneun < @
* uTl
On pose pour toutndeN 1w, = o

24. Montrer que :

vneN,
n 2 n

En déduire que la suite (g(wy,)) ey *converge vers 0 puis que la suite (Wy,) ey *converge

@nm ((Zn + 3)3>% (@n)yz
2n - on -

vers a, lafonction g et le réel @ étant définis dans la question 18.

25. En déduire un équivalent simple de u,, lorsque n tend vers +co.

Probleme 2

Dans tout le probléme, n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 1.
Onnote B, = (1,X,...,X™) la base canonique de R, [X].

Partie 1. Etude d’un produit scalaire

1. Montrer que, pour tout polyndme P de R[X], I'intégrale f0+oo P(t)e~tdt converge.



+ o0

Pour tout k de N, on pose I}, = f tke~tdt.
0

2. Pourtout k de N, déterminer a I'aide d’'une intégration par parties une relation entre les
intégrales I} .4 et I.
3. Endéduire:Vk €N, [, = k!

+00
Pour tout couple (P, Q) de R[X]?, on pose (P, Q) = f P()Q(t)e tdt.
0

4. Montrer que (.,.) est un produit scalaire sur R[X].

Dans toute la suite du probleme, on munit R[X] de ce produit scalaire et on note [|-||1a norme

associée.
5. Calculer, pour tout (i, /) de N2 (X%, X/) et, pour tout i de N, || X!||:

On admet qu'il existe une unique suite de polynomes (Qy)xen définipar :
e Pour tout k de N, le polynéme @, est de degré k et de coefficient dominant strictement
positif,

e Pour tout k de N, la famille (Qy, ..., Q) est une famille orthonormale.

6. Déterminer Q, et Q, et vérifier que Q, = %Xz —-2X + 1.

7. Montrer que, pour tout k de N, la famille C, = (Q,, ..., Q) est une base de R, [X].

On définit la matrice H, = (h; j)1<i j<n+1 d€ My 41 (R) par:

v (i,)) € [1;n+ 1]% hyj = (X1 XI71)
On note également A,, la matrice de lafamille B, = (1, X, ..., X™) dans la base C,,.
Etude ducasn = 2

8. Expliciter la matrice H,.
Montrer que la matrice H, est inversible et vérifierque H,' = -3 5 —1

9. Expliciter la matrice A, et calculer ‘4,4,. Que remarque-t-on ?
On note, pour tout (i,j) de [1;n + 1]?, a; j le coefficient d’indice (i, j) de la matrice A,,.

10. Justifier que la matrice A,, est inversible.

11. Justifier:
n+1l

Vie[ln+1], X/t = Z ag,jQk-1
k=1
En déduire :



n+1
v (i,j) €[Ln+ 15X X7t = Z A,y j
k=1
12. Montrer alors la relation : H,, = t4,A,,.
13. Montrer que la matrice H,, est inversible.
14. Etablir (sans calcul) que la matrice H, est diagonisable.
15. Montrer que les valeurs propres de H,, sont strictement positives.

(On pourra calculer, pour tout vecteur propre deY de H,,, ‘YH,Y)

Partie 2. Etude d’'une projection

(P, 1)
. n L : _| (P, X)
Soit P un polynéme de R, [X]. On définit la matrice colonne U = : € My ;14 (R).
(P, X™)
Soit R un polynéme de R, [X].
Qo
a
Onnote V = 31 la matrice des coordonnées de R dans la base B,,.
an

16. Montrer, pour tout i de [0;n] :

n
(R, X'y = Z a (X4, x%*)
k=0
17. Montrer : R est le projeté orthogonal de P sur R,[X] & Vi € [0;n],(P,X") = (R, X}).
En déduire : R est le projeté orthogonal de P sur R, [X] © V = H;U.

Retouraucasn = 2

18. Déterminer le projeté orthogonal du polynéme X3 sur R,[X].

On souhaite retrouver le résultat précédent par une méthode différente.

On définit la fonction f sur R par:
+00
V (a,b,c) € R3, f(a,b,c) = f (a + bt + ct? —t3)%e~tdt
0
19. Vérifier :

V (a,b,c) € R3, f(a,b,c) = a? + 2b? + 24c? + 2ab + 4ac + 12bc — 12a — 48b — 240c¢ + 720

Qo 6
20. Montrer que f admet un unique point critique (ay, by, ¢o) vérifiant : H, (b0> = < 24 )
o 120
21. Montrer que la matrice hessienne de f au point(ay, by, ¢,) est la matrice 2H,.
22.En déduire que la fonction f admet au point(ay, by, ¢) un minimum local.

o g . . — . 3 _ 2
23'IUStlfler'(a,bl,£l)feR3 f(a,b,c) Reanzf[X] [1X° — R]||



En déduire que f admet un minimum global sur R3 et que ce minimum est atteint en un
unique point.

24. Retrouver alors I'expression du projeté orthogonal du polynéme X3sur R,[X].



